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Abstract. We consider the complexity of the following problem: give9 a positive integer n, is n 
prime? This paper is a survey of recent results on this topic and is almost self-contained. 
1. Introduction 
Le problbme abord 6 ici est le suivant: queiie est ia coiiipiexitk P(n ;l d’un algori- 
thme qui permet de tester si un entier n donne est premier au non? Ca papier fait le 
point sur cette question qui a donne lieu a plusieurs travaux recents et dont l’etude 
merite d’&tre poursuivie. 
On ne suppose presque aucune connaissance d’arithmetique de la part du lecteur; 
les resultats utilisis sont tous demontres, sauf la loi de rkiprocid quadratique t un 
resultat sur les caracteres modulaires qui depend dr, l’hypothkse de Kernann 
generalisee. 
11 nous a semble qu’il etait interessant de mettre en evidence les resultats 
elementaires d’arithmetique sur lesquels reposent les meilleurs tests de primalite 
actuels. De plus, nous nous sommes efforces d’unifier et de simplifier les preuves de 
ces criteres de primalit& 
2. PrQliminaires sur ies groupes finis 
Soit G un groupe fini. On connait, depuis Lagrange, le r&s&at suivant: 
GP. Le cardinal d’un sow-groupe d ‘un groupe fini G divise le cardinal de G. 
Soit x un element de G. Le cardinal du sous-groupe H de G engendre par x est 
appele l’ordre de x. D’apres 61, on a 
62. L’ordre d’un &!mertt de G divise le cardinal de 6. 
109 
L’ordre de x est aussi It: plus petit entier positif k tel que xk = e, oti e est l’element 
neutre de G. Plus precisement, l’application n -x” du groupe additif de 2 dans le 
groupe H est surjective (par definition de H) et c’est un homomorphisme de noyau 
kZ; elle induit done, par passage au quotient, un isomorphisme ntre groupes Z/k2 
et H. On en deduit 
63. Si x est d’ordre k et si x n = e alors k divise n , 
Cherchons quels sont les generateurs d’un tel groupe cyclique H. D’apres l’iso- 
morphisme precedent, ce sont les elements de la forme xi tels que 2 engendre le 
groupe (additif) Z/ kZ, (:e qui equivaut a ce que l’equation 
ukl (mod k) 
admette une solution u entiere. Un the&me de Bezout dit que ces entiers I sont 
exactenrent les entiers premiers avec k. Si, avec Euler, nous notons cp(k) le nombre 
des entiers 2, 1 s 2 c k, qui sont premiers avec k, nous avons demontre le resultat 
suivant 
G4. Un groupe cyclique Je cardinal k fini admet exactement Q(k) gt!n&ateurs. 
Soit n un entier positif et soit d un diviseur de n. 11 est clair que l’entier d’ = n/d (ou 
plutot sa classe) est un element d’ordre d du groupe Z/nZ. De plus, tout element a 
d’ordre d du groupe Z/n Z est tel que n divise da, c’est done un multiple entier de d’. 
En appliquant G4 on conclut que Z/n Z admet exactement cp(d) elements d’ordre d. 
Si on compte les n elements de Z/n Z en les groupant suivant leur ordre, on aboutit 5 
la relation 
n = c Q(d), 
flln 
(1) 
cette notation significant que la somme est etendue aux entiers d qui divisent n 
!. appliquer G2). 
Nous sommes maintenant en mesure de demontrer le resultat suivant. 
Lemme 1. (Si G est un groupe fini 
Uquation xNk = e posskde au plus k 
d W&men t neu tre 
solutions alors G 
e tel que, pour 
est cyclique. 
chaque en tier k, 
DCmonstration. Soient G un tel groupe et n son cardinal. Comptons a nouveau les 
elements de G en les, groupant suivant leur ordre Id. D’apres G2, d divise n. Si, pour 
un entier d ldivisant ni, G poc&de un 6!kmc?p* a d”ordre d alors les d elements y du -__ -*SC
sous-groupe H de G: engendre par a! verifient la relation yd = e ; d’apres l’hypothese 
sur G les soEutions de l’equation xd =: e sont done exactement les elements de H. I1 
resulte alors de G4 ape G possede xactement Q (d) elements d’ordre d. Ceci conduit 
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a une relation de la forme 
n = c &dQ(d) avec &d E (0, 1). 
d/n 
Comme les quantites Q(d) sont positives, si on compare cette relatia,, g (1) on 
constate que les &d sont necessairement egaux a 1. En part&her, En = 1 et done G 
est cyclique! (Cette demonstration est due a Gauss.) 
3. Quelques propri&is des nombres premiers 
Si wo est un entier quelconque, on designe par G(m) I’ensemble des Q (m) classes 
residuelles modulo m des entiers k premiers avec m, avec 1 s k s m. D’apres lie 
thioreme de Bezout, ce sont les elements inversibles de Z/mZ. Done G(m) est un 
groupe. Si p est un nombre pi*emier, alors le groupe G(p) possede p - 1 elements et 
Z/JIZ est un corps. La propriete G2 implique le resultat suivant. 
Th6or&me 1 (Fermat). Tout entier a non divisible par p vhifie 
a ‘-‘=l (modp). 
Ce theoreme ne caracterise pas les nombres premiers puisque 56i = 3 x 11~ 17 
verifie la conclusion du theoreme. Les entiers composes qui possedent cette pro- 
priete sont appeles les nombres de Carmichgel. On ignore s’il en existe une infinite; 
561 est le plus petit d’entre eux. 
Revenons B I’etude de Z/pZ. Dans un corps l’equation Xk = 1 possede au plus k 
solutions, done le lemme 1 s’applique au groupe G(p). D’oh, 
ThCor&me 2. Le groccpe G(p) est cyclique. 
CoroIPaire. Soit a E G (p), p premier impair. On d&nit le symbole de Legendre par 
+l, siaest6galaucarre’d’une’le’mentdeG (p) 
(on dit alors que a est WI rksidu quadratique j, 
-1, sinoh. 
Alors, on a les relations 
(i) QC) = (2) et 
(ii) (t) = a(P-1)/2a 
onstration. (9 Soit g un generateur de G(p) alors (g) est egal 1 siz et seulement 
si, a est de la forme gk avec k pair. D’oti la conclusion. 
(ii) 11 suffit d.e verifier cette relation pour le generateur g, puisque les deux 
membres sont des eydomorphismes de G(p). On a alors (g(p-*1’2)2 = gp-’ = 1 et 
g’ 
(P-l)/’ # 1, done g(P--1)/2 = - 1 = ($). 
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4. Etude de Z/n2 
soit n =pp l l l 17;’ la decomposition de n en facteurs premiers. Considerons 
l’application 2 3 Z/p 7 1 2 x l l .; x Z/p22 qui & un entiea associe le r-uple de ses 
classes lmodulo les pqi. C’est un morphisme d’anneaux dont le noyau est l’ensemble 
des entiers divisibles par chacun des pri, done l’ensemble des multiples de n. D’ou, 
par passage au quotient, un morphisme injectif de Z/n2 dans Z/p:” Z x l l l x 
Z/pFfZ. Mais, ces deux ensembles ayant n elements cette injection est en fait une 
bi jection. En resume, 
Th&orGme 3. Si n == py* 0 l l pFr est la decomposition d ‘un entier en facteurs premiers 
alors on a un isomorphisme d’anneaux 
Z/n Z s Z/pyl Z X 0 l 9 X Z/p:, Z. 
Copolltaire. §ous les hypotheses du theoreme 3 on a 
G(n) = G(py*) x 9 9 l X G(pYr). 
0n suppose maintenant n impair (on veut savoir si n est premier!). Le corollaire 
precedent ram&e l’etude de G(n) B celle des G(p”), p premier impair. 
kemme 2. Sip est un nombre premier impair alors la classe t de I+ p modulo pm est un 
element d’ordre pm-l de G(p”). 
Dhonstration. Ce lemme est une consequence du resultat plus p&is suivant, 
valabhz pour tout entier k 2 0, 
(1 +P)*~ = 11. +pk+’ (mod pk+*). 
Cette congruence st triviale pour k = 0. Le fait que les coefficients du binome (f) 
soient divisibles par p pour 0 < i C p permet de raisonner par recurrence sur k. 
‘Workme 4. Pour p premier impair le groupe G( pm) est cyclique. 
DCmonstration. Pour m = 1, c’est le theoreme 2. Supposons m 2 2. Soit x la classe 
modulo pm d’un entier a dont la classe modulo p engendre G(p). Soit k l’ordre de x 
dans G(p”). Alors 
ak = 1 (modp”), 
et done 
ak=l (modp). 
Comme la classe de a modulo p est d’ordre p - 1) k doit iZtre de la forme k’( y - l), k’ 
entier (utiliser G3). L’element y = xk’ de G(,-“) est done d’ordre p - I. 
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Conk.1 irons I’&nent t = yz de G( p”), oh z est defin dans le kmme 2. On a bien 
sur f(p-l)i+ _* - 1 puisque y et z sont respectivement d’ordre p - 1 et pm? C~IIEIE 
p-l et pbrn-l sont premiers entre eux, la demonstration de G4 montre que tP-’ = 
2 ‘-I est un &5me.nt d’ordre p”-’ de C(p”), done pm-’ divise l’ordre de t; cl r&me, 
$P m-l = Pm-l 
Y est un element d’ordre p - 1, done p - 1 divise l’ordre de t. En 
definitive, l’ordre de t es+ (p - l)p”-1 = rp(p”). D’ou le resultat. 
5. Ee symbole de Jacobi 
Soit n =p’;’ l l l pyr un entier impair et a un entier premier avec n. Le symbole de 
Jacobi (t) est defini g&e au symbole de Legendre par 
(;) = (zJal.. . (JJar. 
Par construction, on a 
tan& qut: le corollaire 1 au theoreme 1 implique 
(y+(;)(g). 
Le symbole de Jacobi verifie la loi de reciprociti: suivante. 
Remarque. Nous etendrons le symbole de Jacobi au cas ofi a et n ne sont pas 
premiers entre aux en posant alors (3 = 0. 
ThCorhme 5. Si a et b sont des entiers impairs alors 
0 ; =: (_~;uw2)~ bw/2( 9. a 
DCmonstration. Lorsque a et b sent premiers, iI s’agit de la lni de reciprocite 
quadratique 
0 !f =(-I) ((P-1)/2) * (q-l)/2 2 4 0 P’ 




. (+& .((pi-l)/2).Pj.(qj-l)/2 
. 
i i Pi 
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Par definition et g&e au corollaire du theoreme 2 
D’autre part, les formules 
montrent que l’exposant de (-1) est de meme parite que ((n - 1)/2) m (b - 1)/2. D’ou 
le theoreme. 
6. lJne caractkisation des nombres premiers impairs 
Nous aurons besoin du lemme suivant. 
Lemme 3. Si m est un entier on designe p11r vz(m) le plus grand entier k tel que 2k 
divise m. Soit n = ~7’ 9 l 9 p:r un entier impair. Posons v = vz(n - 1) et v’ = 
inf(V2fpi - 1)). Oh a toujours v 1 3 v’ et Ggalite’ a lieu si, et seulement si, le nombre de 
facteurs premiers pi d’exposanl impair, c&ifiant v&z - I) = v’, e=;t impair. 
DCmonstration. Supposons les pi ordonnis par U$ ,cI: - 1: croissants. On a 
n .- 1 = ‘2 (pgi - l)(pyJi’ * l l p;++(p;r-l). 
i=l 
D’ou aussitot v 2 v’. Supposons de plus que les indices i pour ksquels V2( pi - 1) = v’ 
et ai est impair sont 1,2, . e . , h alors 2”‘+* divise ( ygi - 1) pour i > h mais pas pour 
i<h.Ona 
n-l=(p(;l-I)+ l **+(p”“-l) (mod2”“‘) 
= h2”’ (mod 2w’t1), 
d’ou la seconde assertion. 
Nous sommes maintenant en mesure de demontrer le resultat fondamental 
suivant . 
ThCorime 6. Soit n un entier impair, n - 1 = 2 "n ‘, n ’ impair. Alors les proprit?t& 
suivan tes son t iquiva len tes 
( 1) n est premier, 
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(2) tout tWment a de G(n) vhifie la propri& Q(a) suivante, 
a”‘#1=\3k, O~k<u a 2kn’ E= 3 -1, 
(3) (2) = 4P-*1”2 si 61 E G(n). 
D6moa;lsttiHon. <i) =+ (2j. Supposons n premier. Soit alors a E G(n) v&it_ nt an’ f 
1 et soit k le plus grand entier tel que .2kn’ # 1, alors 0 G k < Y et (a *““)* = 1, done 
a 2h’ -1. 
(2); (3). Nous allons demontrer le resultat plus fort suivant: 
Soit a E G(n) et x(a) = ($) acn-l”*, alors Q(a) implique x(a) = 1. (*) 
Supposons d”abord que a verifie a n’ = 1. Alors a verifie a (n-l “* = 1. De plus, si p est 
un didiseur premier de n alors on a a”‘= 1 (mod p), la formule (i) du corollaire au 
theorime 2 montre we Q”‘- - 1, done (f) = 1. Ainsi, par definition du symbole de 
Jacobi, (8) = 1. En definitive x(a) = 1. 
Supposons maintenant que a verifie a”’ f 1 et Q(Q). Dans ce cas, Q*‘~’ = -1 pour 
un certain entier k, 0 G k c u, et aZk+ln’ =1. Soit n = pyl l l l pyr !a decomposition de 
n en facteurs premiers. La formule (ii) du corollaire au theoreme 2, jointe aux 
congruences u2kn ’ = -1 (mod pi) et a2k+*n’= 1 (mod pi!, montre que 
- si k = v*( pi - 1) - 5 alors (2) = - 1, 
- si k<v2(pi-I)-1 alors (:)= +l. 
- Supposons d’abord k = v - 1. On est alors dans le cas Y = v’ du lemme 3, et 
d’apres ce lemme on a (z)“i = 1 exactement pour les indices i = h t 1, . . . , r ainsi 
que cul+* l l + ah impair. D’oti 
Par definition de Fc, CE(~-~)‘* = -1, done x(n) = 1. 
- Eafin, supposons k <: v - 1. Alors u(~-~)” = 1 et (2) = 1 pour i = 1, . . . , r. Done, a 
nouveau, x(a) = 1. 
(3) 3(l). On raisonne par l’absurde. Supposons d’abord n non quadratfrei, 
c’est-a-dire n = pmq oti p est premier, m % 2 et q 3 1. Soit a la classe modulo n de 
l’entier 1 + p. La formule x(a) = 1 implique n n--1 = 1 et done (1 + p)“- ’ = 1 (mod p”), 
mais on sait, d’apzks Je lemme 2, que l’ordre de 1 i-p dans G(pm) est pm-’ et, comme 
P m-1 ne divise pas R - 1, on aboutit a une contradiction. Supposons enfin n de la 
forme n = p1 9 9 l pn oil les pi sont premiers, r 2 2. Soit 1’ un non-residu quadratique 
de (li( pl) et a 1’Gment de G(n) qui s’envoie Fur (y, 1, . . ‘ , 1) par l’isomorphisme du 
corc#aire au theoreme 3. Alors l’hypothese x(a) = 1 implique 
Maitj, 16: choix de a implique a(n-1)‘2 = 1 (mod pz), ce qui est contradictoire avec la 
relaXion a’ n +‘* z- 1. 
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7. Un algorithme pour tester si II est premier 
L‘une ou l’autre des caracterisations (2) et (3) des nombres premiers impairs 
conduit aisement 5 la construction d’algorithmes testant si un entier est premier ou 
non. Par souci de simplicite, nous choisirons la caracterisation (3). Soit n un entier 
impair On pose 
x(a) = f l a(i’-1)‘2 (mod n), 
0 
si a est premier avec n. Grace a la loi de reciprocite de Jacobi (theoreme S), le tout du 
calcul de (z) est le &me que celui de l’algorithme d’Euclide pour ces deux entiers. 
Voyons un exemple 
(f&) = (-1)43”66(# = (3) = (&)($2) 
= (_1~'87~-1)/8 (-1) l 1x43(E> 
= _(&)(&>‘= _(__p2-1)/* = -1; 
nous avons utilise deux fois la formule complementaire 
0 ; = (__1)(b2-1)/8, 
qui rksulte directement du fait que cette relation est vraie lorsque b est premier. 
Le calcul de a(n-1)‘2 (mod n) necessite moins de Log n multiplications modulo n. 
Ainsi le calcul de x(a) necessite au plus O(Log n) operations modulo n. 
011 calcule done x(p) pour p parcourant lcs nombres premiers, apres avoir verifie 
que p ne divise pas n. Mais, combien de temps doit-on poursuivre la verification de 
x(p)= l?SiL t es une borne convenable pour p alors le coiit de Palgorithme que nous 
venons d’esquisser est en O(L l Log n l M(n)/Log L) oti M(n) est le coiit de la 
multiplication modulo n. Pour majorer L nous utilisons le resultat suivant, dG 5 
Ankeny et Montgomery (cf. [4]). 
ThCorkme 7. Si l’hypoth&e de Riemann gt?n&alise’e est vraie alors il existe une 
constan te c telle que pour tout entier n 2 1, tout groupe abe’lien G et tout homomor- 
phisme non trivial x : G(n)+ G il existe un entier p premier vt+@ant x(p) # e avec 
1 spsc (Log n)*. 
Ainsi, sous l’hypothese de Riemann g6neralis&, on peut prendre L = c=(Log n)*, 
on sait que 
M(n) =: 0 (Log n l Log Log n l Log Log Log n), 
d’oti alors la majoration 
P(n) = 0(Log3 n l Log Log Log n). 
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8. Notes 
Section 3. Nous aurions pu nous dispenser de dkmontrer le thborkme 2 et nous 
contenter de &montrer son corollaire de manke plus %mentaire.8 
Section 4. Le theorkme 3 est une manigre d’exprimer le theo&me chinois. Son 
corollaire implique la relation 
Q!n) = Q(p';') ’ ’ ’ Q(p;‘). 
Nous aurions aussi pu kviter de prwver le thkor8me 4, nous n’avions besoin que du 
lemme 2. Cependant, ce thtZor&me st souvent dimontre B l’aide de r&ultats 
g&&aux sur la structure des groupes commutatifs (cf., par exemple, [1, Chapter 77) 
et il nous a semblk intbressant d’en donner une preuve plus directe. 
Section 6. La caractkrisation (2) des nombres premiers impairs est due 5 Miller [2]. 
La caractkisation (3) est due B Solovay et Strassen [6], mais la dkmonstration qu’ils 
en donnent est incompl&e. L’implication (*) est due & Monier [3]. Les dkmon- 
strations donnees ici simplifient celles des auteurs prkckdents. 
Section 7. L’idke d’utiliser le theor&me 7 pour obtenir simplement une majora- 
tl;an (conditionnelle) de P(n) est due & V&u [7]. 
L’artkie deja cit& de Miller contient la majoration (non conditionnelle!) 
P(n) = O(n I”). 
11 utilise ia caractkrisation (2) et les travaux de Burgess, qui reposer,t eux-rngmes sur 
la dkmwstration, par A. Weil, de l’hypothke de Riemann pour les corps finis. 
Les wticles de Solovay et Strassen, Mwier, ainsi qu’un article de Rabin [S] sur le 
mcme sujet, utilisent des consid~ratwP,;: Trnhsbilistes qui dkbordent largement le _ 
cadre de ce papier. 
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